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ズ 3 によって1995年に証明されたフェルマー4 の最終定理
を挙げることができる。それは次のような非常にシンプル
なものである。 
 「 n を 3 以上の整数とするとき， 
nnn zyx  を満たす正の整数 zyx ,, は存在しない。」 
 
 この定理の述べている内容は中学生でも理解できるであ
ろう。また，「 n を 3 以上の整数とする」という条件を
「 2n 」へと変更すると，与式は三平方の定理そのものに
なる。これを満たす正の整数 zyx ,, はピタゴラス数と呼ば
れるものであり，無数に存在することもよく知られている。
ところが，３以上のものであれば，どんな整数 n に対して
















































































































(1) ファレイ数列の定義  
分母を k とし，区間  1,0  に含まれる既約分数を大きさ
の順に並べた数列を kQ とする。 1Q から nQ までに含まれる
既約分数をすべて大きさの順に並べた数列を nF とかき，こ
れをファレイ数列 nF と呼ぶ。言うまでもなく， nk, は自然
数である。具体的には，例えば 





0  であり， 














0  となる。 
n が小さいうちは，与えられた nF に対し， 1nQ を差し込
んで 1nF を作ることは容易だが， n が大きくなるにつれ
て， 1nQ の要素 y
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このようにして， nF に 1nQ の要素を加えて 1nF を作ると
1nF 上で 1nQ の要素が隣り合うことは決してない。 
 
以上の性質にもとづけば，与えられた nF に対し， 1nF を
作るには， 1nQ の要素 y
x




































となる。ここへ 8Q を差し込んで 8F を作るには，次のよう











c , を 7F から探すと， 3
1d























































可約であれば， bcad  は， ba, の公約数でくくることがで











































































































c  より 
0 aqbpu ， 0 cqdpv だが， vu, は整数だから，
1,1  vu となる。 
よって dbbvduq  が成り立つから 







c  を満たす q
p
のうち分母が最も小さくなるのは，














1 bcad だから b
a
d












もいずれかは nQ に属するから， nb  か nd  のどちらか
が成り立ち， db, ともに正の整数だから， 1 ndb とな







c  を満たす nFq















c ( とする）が nF で隣り合わせ
ている 1 bcad 」（＊＊）が成立するならば， 1nQ の
要素 y
x















































c , が nF で隣り合わせていれば， 













よって， bdny  )1( が成り立つ。一方， b
a
d








































（このことから， 1nF 上で， 1nQ の要素 y
x
の隣には必ず nF
の要素があり， 1nQ の要素同士は隣り合わないことがわかる。） 
 







c ( とする）が nF で隣り合わせている 
 1 bcad 」が成立することを仮定する。 
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の関係がある。このとき，  '''' cbda  




















































































































































































（Ⅰ）「どんな数 ba, に対しても， )()( baba  」 
・・・（＊）を示す。 







① )()( cbacba    （結合則） 
② abba    ②’ abba    （交換則） 
③ cabacba  )(    （分配則） 
④ 数 0 が存在して，任意の a に対して 
aa  0  が成り立つ   （零元の存在） 
⑤ 任意の数 a に対して， 
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（補題１） 
どんな数 ba, に対しても， bax  を満たす数 x がただ
一つだけ存在し， )( abx  である。 
＜証明＞ 
)( abx  とおくと， 
   aabax    aab   )( aab  0 b
b     
よって， )( abx  は bax  を満たしているから， 
bax  を満たす数 x は必ず存在する。 
逆に， bax  を満たす数 x は， 
0 xx   aax    )( aax  )( ab  だから，
必ず )( abx  になる。 
以上より， bax  を満たす数 x がただ一つだけ存在し， 
)( abx  である。   （終） 
 
（補題２） 00 a が任意の数 a に対して成り立つ 
＜証明＞ 
③で 0,0  cb とすると， 
③の（右辺） 00  aa  
③の（左辺）＝ )00( a 0 a   
（ 000   は④で 0a としたもの） 
よって， 000  aaa ・・・（ⅰ）が成り立つ。 
一方，④で a を 0a で置き換えると， 000  aa とな
るから， 000  aa ・・・（ⅱ）が成り立つ。 
（補題１）より， 00  aax を満たす xは一意的で，
（ⅰ），（ⅱ）より， 0a および 0 はどちらもこの方程式を
満たす。 
 00 a       （終） 
 
（補題３） 
どんな数 ba, に対しても， baba  )(  
＜証明＞ 
  bbababa  )(  )( bba  0 a 0 ・・・（ⅲ） 
 一方，  
0)()(  babababa ・・・（ⅳ） 
（補題１）より， 0 bax を満たす x は一意的だが，
（ⅲ），（ⅳ）より， )( ba  及び ba  はどちらもこの方
程式を満たす。 






abab  )()()(  aab  )()(  
  00)()()(  baab  
以上より， 0)()()(  baba ・・・（ⅴ） 
 一方，⑤で a を ba  で置き換えると 
0)(  baba ・・・（ⅵ） 
（補題１）より， 0)(  bax を満たす x は一意的だから，
（ⅴ），（ⅵ）より， 





 ２つの数 ba, に対する関係 ba  が定義されていて，以下
の⑥，⑦を満たすものとする。 
 
⑥ ba  ならば，どんな c に対しても， cbca  が成
り立つ。 








 そのためにまず， 00  aa ・・・（ⅶ）を示す。 
a0 の両辺に a を加えると，⑥より 
)()(0 aaa     0a となり，（ⅶ）が示せた。 
 
最後に，以上のことを用いて（＊＊）を示す。 
 0,0  ba とするとき，（ⅶ）より， 0,0  ba である。 
⑦より， 0)()(  ba が成り立つ。 
一方，（＊）より， baba  )()( だから， 0ba である。 













0,0  ba として， 














正数での分配則 )()( cabacba  を仮定すること
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（補題４）どんな数 a についても， aa  )(  
（補題５） 0,0  ca のときにも， caca  )( が成り立
つ。 
（補題６） 0,0  dc のときにも， dcdc  )()( が成り
立つ。 
（補題７） 0c のとき， e を任意の数として， 




⑤ 0)(  aa で（補題１）を用いると， 
  )()(0 aaa   
 
（補題５） 
定義（β）で 0b より， 0c を用いて， cb  とお 
ける。 
このとき，（β）は， )( caca  とかけるが，これより， 
 )( caca  であり，（補題４）より，（右辺） )( ca   
 
（補題６） 
定義（γ）において， 0,0  ba より， 0,0  dc を用
いて， ,ca  db  （（補題４）より dbca  , でもあ
る）とおくことができて， )()( dcdc   
 
（補題７） 
まず， 0e のときについて示す。 
定義（α）で， 0a より， 0c を用いて， ca  （（補
題４）より， ca  でもある）とおける。 
このとき（α）は， bcbc  )( とかけるが，（補題４）
より，   bcbcbc  )()( なので， 0e のときを
示せた。 
 次に， 0e のときについて示す。 
定義（β）で，（補題６）と全く同様に dc, を置くことがで
きて， )()()( dcdc  となる。（補題６）より，
dcdc  )()( だから， dcdc  )( なので， 0e のと
きを示せた。 
以上より， 0c のとき， e を任意の数として，
ecec  )( が成り立つ。 
 
次に，分配則 cabacba  )( について，いくつかの
場合分けを行って，順を追って証明する。 
 
（♯） 0,0,0  cba の場合について示す。 
1.  0 cb のとき 
cacacbacba  )()()( だが，（補題５）より，     
cacacba  )()(  
ここで， 0,0  ccb より，（ω）が適用できて， 
  cabacaccbacacacba  )()()()(  
 
2.  0 cb のとき 
（補題１）から， bc   
00)(  acba  
一方， )( babacaba  だが，（β）より 
baba  )( だから， )( baba  0)(  baba  
cabacba  )(  
 
3.  0 cb のとき 
   bacbca  )()(  
一方， 0)()(,0,0  bcbccbc より，上記１.か
ら 
（左辺） )()( cbaca  だが，（補題５）より， 
caca  )(  
だから，（左辺） )( cbaca   
よって， bacbaca  )( が成り立つから，（補題１） 
より，  )()( cabacba   
（補題４）より， caca  )( だから， 
cabacba  )(  
 
 以上で， 0,0,0  cba の場合に cabacba  )( の
成立が示せた。 
 
（♯♯） 0,0,0  cba の場合について示す。 
 )()( cbbaca  だが， 0,0  cbb より，（♯）
が適用できて，   )()()()( cbabacbba   
（補題５）より，       )( cbaba   
よって，（補題１）より，  )()( bacacba   
（補題４）より，        baca   
 
（♯♯♯） 0a （ cb, は任意の数）の場合について示す。 
 （補題７）より， )()()( cbacba  だから， 
  0)()()()()(  cbacbacbacba  
ここで， 0a より，（♯）（♯♯）より， 
cabacba  )()()()( だが，（補題７）より， 
      )()( caba   
よって， 0)()()(  cabacba  
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 0,0  ba として， 
)()( ababbaba   























ⅰ）虚数単位 i  ・複素数の定義 
x の２次方程式  12 x の解を i と約束し， iを虚数
単位と呼ぶ。 
 
実数 ba, 及び虚数単位 iを用いて作られる bia  という数
を複素数と呼び，その四則演算については， 12 i を除い
て，実数のそれと同じものとする。 
（例１） 
① iii  7)45()32(  
② 212710)45)(32( iiii  ii 722)1(12710      
 
ⅱ）複素数の図示 
 例えば，２次関数 cbxaxy  2 のグラフは xy 平面にお




する。複素数 bia  に対し， xy 平面上の点 ),( ba を対応さ
せる。それゆえ， x 軸を実軸， y 軸を虚軸と呼ぶ。 
 （例２） 
 i31 ， i2 ， 2 の図示  
 これらの複素数は次のように図示される。 
 






ば，複素数 biaz  に極形式いう別の表現を与えることが
可能になる。それは次のようにすればよい。 
 与えられた複素数 z を複素数平面上に図示し，その点と
原点とを結ぶ。z の絶対値 z をその２点間の距離と決める。
そして，z の偏角 zarg （argument  z と読む）をその線分と
実軸のなす角で定義する11。 
 














 22 babiaz  
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)sin(cos 1111  irz  および 2z )sin(cos 222  ir  が与え
られたとき，その積 21zz はどのように表せるであろうか。
結果は次の通りである。 
  zrzzzz arg,,21 とおくと， ,r と 21, rr および 
21, との間に次のような関係が成り立つ。 




 21zzz )sin(cos 111  ir  )sin(cos 222  ir   
  )sin(cossincos 221121  iirr   
ここで，偏角部分の積だけ取り出して計算すると， 
 212121 cos(sin)sinsincos(cos  i )sincos 21   
)sin()cos( 2121   i となるから，結局 
)}sin(){cos( 21212121   irrzz となり， 
)sin(cos  irz  と比較すると， 
21rrr  ， 21   ・・・（＊）が得られる。 
 
ⅴ）２つの複素数の積の図形的意味 
 ２つの複素数 21, zz の積をとることを， 1z に 2z をかける
操作として眺めてみると，上に得られた（＊）は次のよう
な解釈を可能とする。 1z に 2z をかけて新しい複素数 z を作












 最も簡単な例として， )1()1(  を取り上げてみよう。 
11  ，  180)1arg( である。つまり， )1( に， )1( を 
かけるということは， )1( の絶対値１を１倍し， )1( の偏
角 180 をさらに 180 回転させる操作を施すことである。そ

















の上に 1F ， 2F ， 3F ， 4F ， 5F 程度を順番に書き出し（そ
の際，口頭で補うことができるため，補助的な数列 kQ は導
入しなかった），その作り方を説明することで， nF の定義









6Q ， 7Q ， 8Q ， 9Q を，順番にその数直線上に書き足すよ
う学生を指名し，指名されていない学生には，できる限り
大きい n まで nF を作るように指示した。 
















c , で bdyacx  , になるものを探して，その間に
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 そのために， iz 2321  ， iz 312  ， iz 23   
という３つの複素数を用意した。 
 
そして， 41 z ，  30arg 1z ， 22 z ，  60arg 2z ， 23 z ， 
 90arg 3z ，を求める。 
 そして，これらを用いて以下のことを示した。 
iz 2321  と iz 312  との積を計算し， izz 821  を得
る。すると， 8821  izz ，  908argarg 21 izz  
一方 82421 zz ，  906030argarg 21 zz だか
ら， 2121 zzzz  ， 2121 argargarg zzzz  の成立を確認す
ることができる。 
また， iz 312  と iz 23  の積を計算し， 32zz  
i232  を得る。すると， 
423232  izz ，  150)232arg(arg 32 izz  
一方 42232 zz ，  1509060argarg 32 zz だか
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 例えば， )2()2(  と )3()2(  とを比べて，かける数
を１小さくすると，積が２小さくなる，ということをき
ちんと述べれば次のようになる。 
  )1()2()2()3()2(  だが，負数も含めて分配則が
成立しているとすると，（与式）＝ )1()2()2()2(  と
なり，定義より 12)1()2(  だから， 













































11 zarg には， 360 の整数倍の任意性があるから，通常こ
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解けること ・ わかること ・ 面白いと思うこと
